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SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare problema este notata cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor ***)
Fie a,b,c numere reale pozitive astfel incat a+b+c <4 si ab+bc+ca>4.
a) Ardtati cd a’ +b° +c> <8.
b) Aratati ca sunt adevarate cel putin doua dintre inegalitatile

la—b|<2, |b—c|<2, [c—a]<2.
Detalii rezolvare Barem
asociat

a) a2+b2+c2=(a+b+c)2—2(ab+bc+ca) 6

a) a’+b*+c’<16-2-4=8 6

b) |a—b|2 +|b—c|2 +|c—a|2 = 2(a2 +b° +cz)—2(ab+bc+ca) 5

|la—b[" +|b—c| +|c—a|" <8, deci cel putin doi termeni ai sumei initiale sunt < 4. 55

Problema 2 (***, S.G.M 11/2025)

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia LL} = . 1[ ] , unde [a] reprezinta
-X —|x

partea intreagd a numarului real a .

Detalii rezolvare Barem
asociat

Deoarece membrul stang este numar intreg, trebuie ca si membrul drept sa fie 5

numar intreg.

Rezulta [x] =0 sau [x] =2 5

. . 1 .
Pentru [x]=0 ecuatia devine [1—} =1, echivalent cu 1< IL <2. 3
-Xx -X

1 . . . :
Aceasta se reduce la 5 <1-x <1, iar multimea solutiilor din acest caz este

»3) 3

Pentru [x] =2 ecuatia devine LL} =-1, echivalent cu —1< % <0. 3
-Xx -Xx

Aceasta se reduce la 1—x < —1 iar multimea solutiilor din acest caz este [2, 3) . 3

In concluzie, multimea tuturor solutiilor este [0,%} ul2.3) 0,5




Problema 3 (autor ***)

Consideram predicatul P(k, n) : k(\/m —Jn ) >1,unde n si k sunt numere
naturale, £ >1.

a) Aratati ca propozitia P(3,1) este adevaratd, iar propozitia P(3, 2) este falsa.

b) Determinati valoarea de adevar a propozitiei: ,,pentru orice numar natural & >1
existd un numar natural » astfel incat propozitia P (k, n) sa fie falsa”.

Detalii rezolvare Barem
asociat

3(\/5—\/I)=\/§—3>1,deoarece \/ﬁ>4 7

3(\/§—x/§)=\/ﬁ—\/ﬁ<l,deoarece \/E<5,2 §i\/ﬁ>4,2 7

(\/nT \/_)>1C>k>\/ﬁ \/__ n+l++/n 5

Pentru n = k” ultima inegalitate este falsi, deci propozitia P (k,n) este falsa. Ca

atare, propozitia la care se referd enuntul este adevaratd (pentru orice numar 3,5
natural k >1 existd numirul natural »n = k°)

Problema 4 (autor ***)

Fie D, E, F punctele de tangenta ale cercului inscris intr-un triunghi ABC la BC,
AC , respectiv AB .
a) Aratati cd, daca notdm cu p semiperimetrul triunghiului, atunci

aEz(p—c)A—B+(p—b)E.
b) Aratati ca triunghiul ABC este echilateral daca si numai daca AD+BE +CF =0.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a)Stimca BD=p-b,CD=p-c. 5
Apoi AD = C—DE BD 7¢ AC, de unde reiese cerinta 5
BC BC
b) Cu relatia de la punctul a), dacd a =b =c =2x, atunci p =3x si
AD + BE +CF = x(AB+ AC + B+ BC + CA+CB) =0 6
Reciproc, daci AD+ BE +CF =0, folosind punctul a) si exprlmand totul 1n
functie de vectorii AB si AC obtinem 4
[E + 274 lj AB + (p_—b + % - lj AC =0, deci parantezele sunt nule.
a c a

Aceasta se reduce la a*+c*—ab—bc=0 si a’+b* —bc—ac=0. Prin sciderea
acestor relatii obtinem (b - c)(a +b+ c) =0, de unde b=c. Inlocuind aceasta 2,5

intr-una din relatiile precedente obtinem a=b,deci a=b=c.




